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В настоящей работе сформулирована и решена аналитически вторая
задача Стокса о поведении разреженного газа, заполняющего полупро-
странство. Плоскость, ограничивающая полупространство, совершает гар-
монические колебания в своей плоскости. Используется кинетическое урав-
нение с модельным интегралом столкновений в форме τ–модели. Рассмат-
ривается случай диффузного отражения молекул газа от стенки. Постро-
ена функция распределения газовых молекул, найдена массовая скорость
газа в полупространстве, отыскивается ее значение непосредственно у
стенки. Найдена сила сопротивления, действующая со стороны газа на
границу, совершающую в своей плоскости колебательное движение. Кро-
ме того, отыскивается мощность диссипации энергии, приходящаяся на
единицу площади колеблющейся пластины, ограничивающей газ.
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functions, expansion by eigenfunctions, collisional rarefied gas, boundary value
Riemann problem, singular integral equation,
PACS numbers: 05.20.Dd Kinetic theory, 47.45.-n Rarefied gas dynamics,
02.30.Rz Integral equations.
1 Введение
Задача о поведении газа над движущейся поверхностью в послед-
ние годы привлекает пристальное внимание [1] – [16]. Это связано с
развитием современных технологий, в частности, технологий нано-
размеров. В [2] – [16] эта задача решалась численными или прибли-
женными методами. В настоящей работе показано, что эта задача
допускает аналитическое решение. Аналитическое решение строится
с помощью теории обобщенных функций и сингулярных интеграль-
ных уравнений.
3В настоящей работе построено аналитическое решение второй за-
дачи Стокса. На основе аналитического решения вычисляется ско-
рость газа в полупространстве и непосредственно у колеблющейся
границы, найдена сила трения, действующая со стороны газа на ко-
леблющуюся пластину, а также находится диссипация энергии пла-
стины.
1.1 История проблемы
Впервые задача о поведении газа над стенкой, колеблющейся в
своей плоскости, была рассмотрена Дж. Г. Стоксом [1]. Задача ре-
шалась гидродинамическим методом без учёта эффекта скольже-
ния. Обычно такую задачу называют второй задачей Стокса [2]–[9].
В последние годы на тему этой задачи появился ряд публика-
ций. В работе [2] задача рассматривается для любых частот ко-
лебания поверхности. Из кинетического уравнения БГК получено
уравнение типа гидродинамического. Рассматриваются гидродина-
мические граничные условия. Вводится коэффициент, связывающий
скорость газа на поверхности со скоростью поверхности. Показано,
что в случае высокочастотных колебаний сила трения, действующая
на поверхность, не зависит от частоты.
В работе [10] получены коэффициенты вязкостного и теплово-
го скольжения с использованием различных модельных уравнений.
Использованы как максвелловские граничные условия, так и гра-
ничные условия Черчиньяни — Лэмпис.
В статье [11] рассматривается газовый поток над бесконечной
пластиной, совершающей гармонические колебания в собственной
плоскости. Найдена скорость газа над поверхностью и сила, дей-
ствующая на поверхность со стороны газа. Для случая низких ча-
стот задача решена на основе уравнения Навье — Стокса. Для про-
извольных скоростей колебаний поверхности задача решена числен-
ными методами на основе кинетического уравнения Больцмана с
интегралом столкновений в форме БГК (Бхатнагар, Гросс, Крук).
4При этом рассматривался только случай чисто диффузного отра-
жения молекул от поверхности. Дано аналитическое решение для
случая колебаний высокой частоты.
Работа [12] является экспериментальным исследованием. Изуча-
ется поток газа, создаваемый механическим резонатором при раз-
личных частотах колебания резонатора. Эксперименты показыва-
ют, что при низких частотах колебаний резонатора, действующая на
него со стороны газа сила трения прямо пропорциональна частоте
колебания резонатора. При высоких частотах колебания резонатора
( 108 Гц) действующая на него сила трения от частоты колебаний
не зависит.
В последнее время задача о колебаниях плоской поверхности в
собственной плоскости изучается и для случая неньютоновских жид-
костей [5] и [6].
В статье [13] рассматривается пример практического применения
колебательной системы, подобной рассматриваемой во второй зада-
че Стокса, в области нанотехнологий.
Общим существенным недостатком всех упомянутых теоретиче-
ских работ по решению второй задачи Стокса является отсутствие
учёта характера взаимодействия с поверхностью, т.е. рассматрива-
ется только случай полной аккомодации тангенциального импульса.
Коэффициент аккомодации тангенциального импульса является
величиной, зависящей от состояния поверхности. И если в "есте-
ственном" состоянии значение этой величины как правило близко
к единице, то при специальной обработке поверхности её значение
можно уменьшить многократно [14], а значит и существенно изме-
нить характер взаимодействия поверхности с прилегающим газом.
В диссертации [16] были предложены два решения второй задачи
Стокса, учитывающие весь возможный диапазон коэффициента ак-
комодации тангенциального импульса. Эти решения отвечают соот-
ветственно гидродинамическому и кинетическому описанию поведе-
ния газа над колеблющейся поверхностью в режиме со скольжением.
В конце второй главы диссертации [16] проведено сопоставление с
5результатами, полученными в статье [11].
В наших работах [17] и [18] для второй задачи Стокса отыскива-
ются собственные функции и соответствующие собственные значе-
ния, отвечающие как дискретному, так и непрерывному спектрам.
Исследована структура дискретного и непрерывного спектров. Ре-
шена краевая задача Римана из теории функций комплексного пе-
ременного, лежащая в основе аналитического решения второй зада-
чи Стокса. Развивается математический аппарат, необходимый для
аналитического решения задачи и приложений.
В настоящей работе строится аналитическое решение второй за-
дачи Стокса. На основе аналитического решения вычисляется ско-
рость газа в полупространстве и непосредственно у колеблющейся
границы, найдена сила трения, действующая со стороны газа на ко-
леблющуюся пластину, а также находится диссипация энергии пла-
стины.
1.2 Содержание работы
В п. 2 рассматривается постановка второй задачи Стокса. Задача
формулируется в общей постановке — с использованием граничных
условий Максвелла (зеркально – диффузных граничных условий).
Далее задача будет рассматриваться только для диффузных гра-
ничных условий.
В качестве кинетического уравнения рассматривается линеари-
зованное кинетическое уравнение. Это уравнение получается путем
линеаризации модельного кинетического уравнения Больцмана и
интегралом столкновений в форме релаксационной τ–модели.
Пластина (плоскость), ограничивающая полупространство с раз-
реженным газом совершает колебательные движения вдоль оси y. В
качестве граничных условий используются два условия. Одно из них
— граничное условие вдали от стенки — требует исчезания функции
h(x1, µ) вдали от стенки. Второе условие — условие на стенке — вы-
текает из требования диффузного отражения молекул от стенки.
6Требуется определить функцию распределения газовых молекул,
найти скорость газа в полупространстве и непосредственно у стен-
ки, найти силу трения, действующую со стороны газа на пластину,
найти мощность диссипации энергии пластины.
В п. 3 кинетическое уравнение упрощается путем представления
функции распределения в виде произведения y–компоненты скоро-
сти молекул газа на новую неизвестную функцию. При этом по-
лучается однопараметрическое семейство кинетических уравнений
с чисто мнимым параметром. Параметром уравнений служит без-
размерная величина частоты колебаний пластины. Эта величина
ω1 = ω/ν = ωτ равна частоте колебаний пластины ω, деленной
на величину частоты η столкновений молекул газа, τ = 1/ν – время
между двумя последовательными столкновениями молекулы.
В п. 3 приводятся собственные решения (непрерывные моды) ис-
ходного кинетического уравнения, отвечающие непрерывному и дис-
кретному спектрам. Вводится коэффициент задачи. Под коэффици-
ентом G(µ) задачи понимается отношение граничных значений дис-
персионной функции сверху и снизу на действительной оси: G(µ) =
λ+(µ)/λ−(µ). Выясняется, что существует критическая частота
ω∗1 = max
0<µ<+∞
√
[Im λ+(µ)]2 − [Re λ+(µ)]2 ≈ 0.733,
такая, что при ω1 ∈ [0, ω∗1) индекс коэффициента задачи равен еди-
нице: κ(G) = 1, а при ω1 ∈ (ω∗1,+∞) индекс коэффициента задачи
равен нулю: κ(G) = 0. Таким образом, если ω1 находится в первом
(левом) регионе, то дисперсионная функция имеет два комплексно –
значных нуля, отличающихся лишь знаками в силу четности диспер-
сионной функции. Если параметр ω1 находится во втором (правом)
регионе, то индекс задачи равен нулю, т.е. дисперсионная функция
комплексно – значных нулей не имеет.
В п. 4 и п. 5 строится аналитическое решение поставленной гра-
ничной задачи. Решение ищется в виде суммы собственной дискрет-
ной моды, умноженной на неизвестную постоянную (коэффициент
дискретного спектра) и интеграла от собственных непрерывных мод,
7умноженных на неизвестную функцию (коэффициент непрерывного
спектра). Это разложение решения, автоматически удовлетворяю-
щее граничному условию вдали от стенки, подставляется в гранич-
ное условие на стенке.
Получается сингулярное интегральное уравнение с ядром Коши.
Путем введения неизвестной функции (типа интеграла Коши) син-
гулярное уравнение сводится к неоднородной краевой задаче Рима-
на, соответствующая однородная задача которой рассмотрена выше.
Решение неоднородной краевой задачи Римана ищется в клас-
се исчезающих в бесконечно удаленной точке функций в случае
κ(G) = 1, и в классе ограниченных в беконечно удаленной точке
функций в случае κ(G) = 0.
С помощью решения задачи Римана находятся коэффициенты
разложения решения исходной краевой задачи, отвечающие дискрет-
ному и непрерывному спектрам.
Аналитическое решение построено.
В п. 6 находится скорость разреженного газа в полупространстве
и непосредственно у стенки. Существенно используется интеграль-
ное представление функции факторизующей функции и обратной к
ней величины.
Затем в п. 7 исследуется гидродинамический характер решения.
Показано, что при малых скоростях ограничивающей газ плоскости
решение задачи переходит в известное решение из механики сплош-
ной среды.
В п. 8 находятся сила трения, действующая со стороны газа на
пластину, и мощность диссипации энергии пластины.
2 Линеаризованное кинетическое уравнение для
задачи о колебаниях газа
Пусть разреженный одноатомный газ занимает полупространство
x > 0 над плоской твердой поверхностью, лежащей в плоскости
8x = 0. Поверхность (y, z) совершает гармонические колебания вдоль
оси y по закону us(t) = u0 cosωt.
Рассмотрим линеаризованное кинетическое уравнение
∂ϕ
∂t
+ vx
∂ϕ
∂x
+ ϕ(x, t,v) =
νm
kT
vyuy(x, t). (1.1)
В (1.1) ν = 1/τ – частота столкновений газовых молекул, τ –
время между двумя последовательными столкновениями молекул,
m – масса молекулы, k – постоянная Больцмана, T – температура
газа, uy(x) – массовая скорость газа,
uy(x, t) =
1
n
∫
f(x, t,v)d3v, (1.2)
n – числовая плотность (концентрация) газа. Концентрация газа и
его температура считаются постоянными в линеаризованной поста-
новке задачи.
Введем безразмерные скорости и параметры: безразмерную ско-
рость молекул: C =
√
βv (β = m/(2kT )), безразмерную массо-
вую скорость Uy(x, t) =
√
βuy(x, t), безразмерное время t1 = νt и
безразмерную скорость колебаний пластины Us(t) = U0 cosωt, где
U0 =
√
βu0 – безразмерная амплитуда скорости колебаний грани-
цы полупространства. Тогда уравнение (1.1) может быть записано в
виде:
∂ϕ
∂t1
+ Cx
∂ϕ
∂x1
+ ϕ(x1, t1,C) = 2CyUy(x1, t1). (1.3)
Заметим, что для безразмерного времени Us(t1) = U0 cosω1t1.
В задаче о колебаниях газа требуется найти функцию распреде-
ления f(x1, t1,C) газовых молекул. Функция распределения свзана
с функцией ϕ(x1, t1, Cx) соотношением:
f(x1, t1,C) = fM(C)
[
1 + ϕ(x1, t1, Cx)
]
, (1.4)
где
fM(C) = n
(β
pi
)3/2
exp(−C2)
– есть абсолютный максвеллиан.
9Затем на основании найденной функции распределения требует-
ся найти массовую скорость газа, значение массовой скорости га-
за непосредственно у стенки. Кроме того, требуется вычислить си-
лу сопротивления газа, действующую на колеблющуюся пластину,
ограничивающую газ. Подчеркнем, что задача о колебаниях газа
решается в линеаризованной постановке. Линеаризация задачи про-
ведена по безразмерной массовой скорости Uy(x1, t1) при условии,
что |Uy(x, t1)| ≪ 1. Это неравенство эквивалентно неравенству
|uy(x1, t1)| ≪ vT ,
где vT = 1/
√
β – тепловая скорость молекул, имеющая порядок ско-
рости звука.
Величину безразмерной массовой скорости Uy(t1, x1) найдем из
ее определения (1.2)
Uy(x1, t1) =
1
pi3/2
∫
exp(−C2)Cyϕ(x1, t1,C)d3C. (1.5)
С помощью (1.5) кинетическое линеаризованное уравнение (1.3)
записывается в виде:
∂ϕ
∂t1
+ Cx
∂ϕ
∂x1
+ ϕ(x1, t1,C) =
2Cy
pi3/2
∫
exp(−C ′2)C ′yϕ(x1, t1,C′) d3C ′.
(1.6)
Сформулируем зеркально–диффузные граничные условия, запи-
санные относительно функции ϕ(x1, t1,C):
ϕ(0, t1,C) = 2qCyUs(t1)+(1−q)ϕ(0, t1,−Cx, Cy, Cz), Cx > 0, (1.7)
и
ϕ(x1 → +∞, t1,C) = 0. (1.8)
Итак, граничная задача о колебаниях газа сформулирована пол-
ностью и состоит в решении уравнения (1.6) с граничными услови-
ями (1.7) и (1.8).
Отметим, что к выражению (1.5) для безразмерной массовой ско-
рости можно придти, исходя из определения размерной массовой
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скорости газа (1.2). В самом деле, подствляя в (1.2) выражение (1.4),
приходим в точности к выражению (1.5).
3 Декомпозиция граничной задачи
Учитывая, что колебания пластины рассматриваются вдоль оси
y, будем искать, следуя Черчиньяни [19], функцию ϕ(x1, t1,C) в виде
ϕ(x1, t1,C) = CyH(x1, t1, Cx). (2.1)
Тогда безразмерная массовая скорость (1.5) с помощью (2.1) равна
Uy(x1, t1) =
1
2
√
pi
∞∫
−∞
exp(−C ′2x )H(x1, t1, C ′x)dC ′x. (2.2)
С помощью указанной выше подстановки (2.1) кинетическое урав-
нение (1.6) преобразуется к виду:
∂H
∂t1
+ Cx
∂H
∂x1
+H(x1, t1, Cx) =
1√
pi
∞∫
−∞
exp(−C ′2x )H(x1, t1, C ′x)dC ′x.
(2.3)
Граничные условия (1.7) и (1.8) преобразуются в следующие:
H(0, t1, Cx) = 2qUs(t1) + (1− q)H(0, t1,−Cx), Cx > 0, (2.4)
H(x1 → +∞, t1, Cx) = 0. (2.5)
Следующим шагом одновременно осуществим комплексификацию
кинетического уравнения и выделим временную переменную, поло-
жив далее:
H(x1, t1, Cx) = Re {e−iω1t1h(x1, Cx)} (2.6)
и
U0 cosω1t1 = Re {e−iω1t1U0}.
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Теперь мы получаем комплексно–значное уравнение (уравнение
относительно комплексно–значной функции h(x1, Cx)):
Cx
∂h
∂x1
+ (1− iω1)h(x1, Cx) = 1√
pi
∞∫
−∞
exp(−C ′2x )h(x1, C ′x)dC ′x. (2.7)
Граничные условия (2.4) и (2.5) переходят в следующие:
h(0, Cx) = 2qU0 + (1− q)h(0,−Cx), Cx > 0, (2.8)
и
h(x1 → +∞, Cx) = 0. (2.9)
Тогда безразмерная массовая скорость равна:
Uy(t1, x1) =
1
2
√
pi
∞∫
−∞
exp(−C ′2x ) Re {e−iω1t1h(x1, C ′x)}dC ′x. (2.10)
Мы получили граничную задачу, состоящую в решении уравен-
ния (2.7) с граничными условиями (2.8) и (2.9). Далее будем рассм-
тривать задачу с диффузными граничными условиями. Перепишем
граничную задачу (2.7), (2.8) и (2.9) в виде:
µ
∂h
∂x1
+ z0h(x1, µ) =
1√
pi
∞∫
−∞
exp(−µ′2)h(x1, µ′)dµ′, (2.11)
где
z0 = 1− iω1,
и
h(0, µ) = 2U0, µ > 0, (2.12)
h(+∞, µ) = 0. (2.13)
Разделение переменных в уравнении (2.11) осуществляется сле-
дующей подстановкой
hη(x1, µ) = exp
(
− x1z0
η
)
Φ(η, µ), (2.14)
где η – параметр разделения, или спектральный параметр, вообще
говоря, комплексный.
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Подставляя (2.14) в уравнение (2.11) получаем характеристиче-
ское уравнение
(η − µ)Φ(η, µ) = η√
piz0
∞∫
−∞
exp(−µ′2)Φ(η, µ′)dµ′. (2.15)
Если ввести обозначение
n(η) =
1
z0
∞∫
−∞
exp(−µ′2)Φ(η, µ′)dµ′, (2.16)
то уравнение (2.15) может быть записано с помощью (3.6) в виде
(η − µ)Φ(η, µ) = 1√
pi
ηn(η), η ∈ C. (2.17)
Решение характеристического уравнения для действительных зна-
чений параметра η будем искать в пространстве обобщенных функ-
ций [6]. Обобщенное решение уравнения (2.17) при n(η) ≡ 1 имеет
вид:
Φ(η, µ) =
1√
pi
ηn(η)P
1
η − µ + e
η2λ(η)δ(η − µ), (2.18)
где −∞ < η, µ < +∞.
Здесь δ(x) – дельта–функция Дирака, символ Px−1 означает глав-
ное значение интеграла при интегрировании x−1, λ(z) – дисперси-
онная функция, введенная равенством
λ(z) = 1− iω1 + z√
pi
∞∫
−∞
exp(−τ 2)dτ
τ − z .
Эту функцию можно преобразовать к виду: λ(z) = −iω1+λ0(z), где
λ0(z) – известная функция из теории плазмы,
λ0(z) =
1√
pi
∞∫
−∞
e−τ
2
τdτ
τ − z .
Собственные функции (2.18) называются собственными функци-
ями непрерывного спектра, ибо спектральный параметр η непрерыв-
ным образом заполняет всю действительную прямую.
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Таким образом, собственные решения уравнения (2.11) имеют вид
hη(x, µ) = exp
(
−x1
η
z0
)[ 1√
pi
ηP
1
η − µ+exp(η
2)λ(η)δ(η−µ)
]
. (2.19)
Собственные решения (2.19) отвечают непрерывному спектру ха-
рактеристического уравнения, ибо спектральный параметр непре-
рывным образом пробегает всю числовую прямую, т.е. непрерывный
спектр σc есть вся конечная часть числовой прямой: σc = (−∞,+∞).
По условию задачи мы ищем решение, невозрастающее вдали от
стенки. Поэтому далее будем рассматривать положительную часть
непрерывного спектра. В этом случае собственные решения (2.19)
являются исчезающими вдали от стенки. В связи с этим спектром
граничной задачи будем называть положительную действительную
полуось параметра η: σproblemc = (0,+∞).
Приведем формулы Сохоцкого для дисперсионной функции:
λ±(µ) = ±i√piµe−µ2 − iω1 + 1√
pi
∞∫
0
e−τ
2
τdτ
τ − µ .
Разность граничных значений дисперсионной функции отсюда рав-
на:
λ+(µ)− λ−(µ) = 2√piµe−µ2i,
полусумма граничных значений равна:
λ+(µ) + λ−(µ)
2
= −iω1 + 1√
pi
∞∫
0
e−τ
2
τdτ
τ − µ .
Заметим, что на действительной оси действительная часть дис-
персионной функции λ0(µ) имеет два нуля ±µ0, µ0 = 0.924 · · · . Эти
два нуля в силу четности функции λ0(µ) различаются лишь знака-
ми.
Отметим, что на действительной оси дисперсионную функцию
удобнее использовать в численных расчетах в виде (см. [23])
λ0(µ) = 1− 2µ2
1∫
0
exp(−µ2(1− t2))dt, µ ∈ (−∞,+∞).
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Разложим дисперсионную функцию в ряд Лорана по отрицатель-
ным степеням переменного z в окрестности бесконечно удаленной
точки:
λ(z) = −iω1 − 1
2z2
− 3
4z4
− 15
8z6
− · · · , z →∞. (2.20)
Из разложения (2.20) видно, что при малых значениях ω1 диспер-
сионная функция имеет два отличающиеся лишь знаками комплексно–
значных нуля:
±η(0)0 (ω1) =
1 + i
2
√
ω1
.
Отсюда видно, что при ω1 → 0 оба нуля дисперсионной функции
имеют пределом одну бесконечно удаленную точку ηi = ∞ кратно-
сти (порядка) два.
Из разложения (2.20) видно так же, что значение дисперсионной
функции в бесконечно удаленной точки равно:
λ(∞) = −iω1.
Введем выделенную частоту колебаний пластины, ограничиваю-
щей газ:
ω∗1 = max
0<µ<+∞
√
−λ20(µ) + s2(µ) ≈ 0.733.
Эту частоту колебаний будем называть критической.
В [18] показано, что в случае, когда частота колебаний пласти-
ны меньше критической, т.е. при 0 6 ω < ω∗1, индекс функции
G(t) равен единице. Это означает, что число комплексно–значных
нулей дисперсионной функции в разрезанной комплексной плоско-
сти с разрезом вдоль действительной оси, равно двум.
В случае, когда частота колебаний пластины превышает крити-
ческую (ω > ω∗1) индекс функции G(t) равен нулю: κ(G) = 0. Это
означает, что дисперсионная функция не имеет нулей в верхней и
нижней полуплоскостях. В этом случае дискретных (частных) ре-
шений исходное кинетическое уравнение (3.1) не имеет.
Таким образом, дискретный спектр характеристического урав-
нения, состоящий из нулей дисперсионной функции, в случае 0 6
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ω1 < ω
∗
1 есть множество из двух точек σd(ω1) = {η0(ω1),−η0(ω1)}.
При ω1 > ω
∗
1 дискретный спектр — это пустое множество. При
0 6 ω1 < ω
∗
1 собственными функциями характеристического урав-
нения являются следующие два решения характеристического урав-
нения:
Φ(±η0(ω1), µ) = 1√
pi
±η0(ω1)
±η0(ω1)− µ
и два соответствующих собственных решения исходного характери-
стического уравнения (2.11):
h±η0(ω1)(x1, µ) = exp
(
− x1z0±η0(ω1)
) 1√
pi
±η0(ω1)
±η0(ω1)− µ.
Под η0(ω1) будем понимать тот из нулей дисперсионной функции,
который обладает свойством:
Re
1− iω1
η0(ω1)
> 0.
Для этого нуля убывающее собственное решение кинетического урав-
нения (3.1) имеет вид
hη0(ω1)(x1, µ) =
1√
pi
exp
(
− x1z0
η0(ω1)
) η0(ω1)
η0(ω1)− µ.
Это означает, что дискретный спектр рассматриваемой граничной
задачи состоит из одной точки σproblemd = {η0(ω1)} в случае 0 < ω1 <
ω∗1. При ω1 → 0 оба нуля, как уже указывалось выше, перемещаются
в одну и ту же бесконечно удаленную точку. Это значит, что в этом
случае дискретный спектр характеристического уравнения состоит
из одной бесконечно удаленной точки кратности два: σd(0) = ηi =∞
и является присоединенным к непрерывному спектру. Этот спектр
является также и спектром рассматриваемой граничной задачи. Од-
нако, в этом случае дискретных (частных) решения ровно два:
h1(x1, µ) = 1, h2(x1, µ) = x1 − µ.
16
4 Аналитическое решение граничной задачи.
Индекс задачи равен нулю
Составим общее решение уравнения (2.11) в виде интеграла по
непрерывному спектру от собственных решений:
h(x1, µ) =
∞∫
0
exp
(
−x1
η
z0
)[ 1√
pi
ηP
1
η − µ+exp(η
2)λ(η)δ(η−µ)
]
a(η)dη,
(3.1)
или, кратко,
h(x1, µ) =
∞∫
0
exp
(
− x1
η
z0
)
Φ(η, µ)a(η)dη. (3.2)
Здесь Φ(η, µ) – собственные функции характеристического уравне-
ния, отвечающие непрерывному спектру и единичной нормировке,
Φ(η, µ) =
1√
pi
ηP
1
η − µ + exp(η
2)λ(η)δ(η − µ)
a(η) – неизвестная функция, отвечающая непрерывному спектру.
Эта функция подлежит нахождению из граничных условий (2.12) и
(2.13).
Решение (3.1) можно представить в классическом виде:
h(x1, µ) =
1√
pi
∞∫
0
exp
(
−x1z0
η
)ηa(η)dη
η − µ +exp
(
−x1z0
µ
+µ2
)
λ(µ)a(µ)θ+(µ),
(3.3)
где θ+(µ) – функция Хэвисайда,
θ+(µ) =
{
1, µ > 0,
0, µ < 0
.
Очевидно, что разложение (3.3) автоматически удовлетворяет гра-
ничному условию (2.13) вдали от стенки. Подставим разложение
(3.3) в граничное условие (2.12). Получаем одностороннее сингуляр-
ное интегральное уравнение с ядром Коши
1√
pi
∞∫
0
ηa(η)dη
η − µ + exp(µ
2)λ(µ)a(µ)θ+(µ) = 2U0, µ > 0. (3.4)
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Введем вспомогательную функцию
N(z) =
1√
pi
∞∫
0
ηa(η)dη
η − µ . (3.5)
Для этой функции выполняются формулы Сохоцкого:
N+(µ)−N−(µ) = 2√piiµa(µ), µ > 0,
N+(µ) +N−(µ)
2
= N(µ),
где
N(µ) =
1√
pi
∞∫
0
ηa(η)dη
η − µ , µ > 0.
Пользуясь формулами Сохоцкого для вспомогательной и диспер-
сионной функций, приходим к краевому условию:
λ+(µ)[N+(µ)− 2U0]− λ−(µ)[N−(µ)− 2U0] = 0, µ > 0. (3.6)
Уравнение (3.6) — это краевое условие неоднородной краевой за-
дачи Римана — Гильберта. Эта задача состоит в отыскании такой
неизвестной функции N(z), аналитической вдоль разрезанной плос-
кости положительной полуоси, граничные значения которой на бере-
гах этого разреза удовлетворяют краевому условию (3.6). Рассмот-
рим соответствующую однородную краевую задачу Римана:
X+(µ) = G(µ)X−(µ), µ > 0, (3.7)
где
G(µ) =
λ+(µ)
λ−(µ)
.
Решение задачи (3.7) было рассмотрено в [18]. Отсутствие нулей
дисперсионной функции означает, что приращение lnG(µ) на полу-
оси [0,+∞) равно нулю. Поэтому решение задачи о скачке (3.7) (при
k = 0) дается интегралом типа Коши:
X(z) = expV (z), (3.8)
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где V (z) понимается как интеграл типа Коши
V (z) ≡ lnX(z) = 1
2pii
∞∫
0
lnG(τ)dτ
τ − z . (3.9)
Вернемся к решению неоднородной задачи (3.6), предварительно
преобразовав с помощью (3.8) ее к виду:
X+(µ)[N+(µ)− 2U0]−X−(µ)[N−(µ)− 2U0] = 0, µ > 0. (3.10)
Учитывая поведение всех входящих в краевое условие (3.10) функ-
ций в комплексной плоскости и в бесконечно удаленной точке полу-
чаем общее решение
X(z)[N(z)− 2U0] = C, (3.11)
где C – произвольная постоянная.
Согласно (3.11) искомая функция имеет вид
N(z) = 2U0 +
C
X(z)
. (3.12)
Потребуем, чтобы правая часть (3.12) была исчезающей функци-
ей в бесконечно удаленной точке. Разложим 1/X(z) в ряд Лорана в
окрестности бесконечно удаленной точки z =∞
1
X(z)
= exp
(− V (z)) = 1− V1
z
+ · · · , (3.13)
где
V1 = − 1
2pii
∞∫
0
lnG(µ)dµ. (3.14)
Таким образом, для того чтобы правая часть равенства (3.12) в
бесконечно удаленной точке имела асимптотическое поведение, как
1/z, необходимо на постоянную C наложить условие C = −2U0. Те-
перь вспомогательная функция N(z) построена однозначно и имеет
вид
N(z) = 2U0
[
1− 1
X(z)
]
. (3.15)
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Искомый неизвестный коэффициент непрерывного спектра с по-
мощью (3.9) находится из формулы Сохоцкого:
2
√
piiηa(η) = −2U0
[ 1
X+(η)
− 1
X−(η)
]
= 4U0i
sin q(η)
X(η)
,
где
q(η) = −i lnG(µ)
2
= −iΘ(µ).
Следовательно,
a(η) =
2U0√
pi
sin q(η)
ηX(η)
. (3.16)
Формула (3.16) дает представление в явном виде коэффициента
непрерывного спектра.
На этом этапе доказательство разложения (3.1) (или (3.2)) закон-
чено.
С помощью формулы (3.16) представим разложение (3.3) в явном
виде:
h(x1, µ)
2U0
=
1
pi
∞∫
0
exp
(
− x1z0
η
)
Φ(η, µ)
sin q(η)
ηX(η)
dη,
или
h(x1, µ)
2U0
=
1
pi
∞∫
0
exp
(
− x1z0
η
) sin q(η)dη
X(η)(η − µ)+
+ exp
(
− x1z0
µ
+ µ2)
)λ(µ) sin q(µ)√
piµX(µ)
θ+(µ). (3.17)
Равенство (3.17) означает, что искомая функция распределения по-
строена в явном виде полностью, что и заканчивает аналитическое
решение задачи.
Данная задача с более общими зеркально–диффузными гранич-
ными условиями может быть решена методом, развитым в работах
[11] и [12].
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5 Аналитическое решение граничной задачи.
Индекс задачи равен единице
Составим общее решение уравнения (2.11) в виде суммы частно-
го (дискретного) решения, убывающего вдали от стенки, и интегра-
ла по непрерывному спектру от собственных решений, отвечающих
непрерывному спектру:
h(x1, µ) =
η0a0√
pi(η0 − µ) exp
(
− x1z0
η0
)
+
+
∞∫
0
exp
(
− x1z0
η
)
Φ(η, µ)a(η)dη. (4.1)
Здесь a0 – неизвестный постоянный коэффициент, называемый ко-
эффициентом дискретного спектра, a(η) – неизвестная функция, на-
зываемая коэффициентом непрерывного спектра, Φ(η, µ) – собствен-
ные функции характеристического уравнения, отвечающие непре-
рывному спектру и единичной нормировке.
Разложение (4.1) можно представить в явном виде:
h(x1, µ) =
η0a0√
pi(η0 − µ) exp
(
− x1z0
η0
)
+
+
∞∫
0
exp
(
− x1
η
z0
)[ 1√
pi
ηP
1
η − µ+exp(η
2)λ(η)δ(η−µ)
]
a(η)dη. (4.2)
Функция a(η) подлежит нахождению из граничных условий (2.12)
и (2.13).
Разложение (4.2) можно представить в классическом виде:
h(x1, µ) =
η0a0√
pi(η0 − µ) exp
(
− x1z0
η0
)
+
+
1√
pi
∞∫
0
exp
(
− x1z0
η
)ηa(η)dη
η − µ + exp
(
− x1z0
µ
+ µ2
)
λ(µ)a(µ)θ+(µ),
(4.3)
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где θ+(µ) – функция Хэвисайда,
θ+(µ) =
{
1, µ > 0,
0, µ < 0
.
Очевидно, что разложение (4.3) автоматически удовлетворяет гра-
ничному условию (2.13) вдали от стенки. Подставим разложение
(4.3) в граничное условие (2.12). Получаем одностороннее сингуляр-
ное интегральное уравнение с ядром Коши
η0a0√
pi(η0 − µ) +
1√
pi
∞∫
0
ηa(η)dη
η − µ + exp(µ
2)λ(µ)a(µ)θ+(µ) = 2U0, µ > 0.
(4.4)
Введем вспомогательную функцию
N(z) =
1√
pi
∞∫
0
ηa(η)dη
η − µ . (4.5)
Пользуясь формулами Сохоцкого для вспомогательной и диспер-
сионной функций, от уравнения (4.4) приходим к краевому условию:
λ+(µ)
[
N+(µ)− 2U0 + η0a0√
pi(η0 − µ)
]
−
= λ−(µ)
[
N−(µ)− 2U0 + η0a0√
pi(η0 − µ)
]
= 0, µ > 0. (4.6)
Рассмотрим соответствующую однородную краевую задачу Ри-
мана:
X+(µ) = G(µ)X−(µ), µ > 0,
где
G(µ) =
λ+(µ)
λ−(µ)
.
Решение задачи Римана было рассмотрено в [18]. Наличие ну-
лей дисперсионной функции означает, что приращение lnG(µ) на
полуоси [0,+∞) равно 2pi. Поэтому решение задачи Римана дается
интегралом типа Коши:
X(z) =
1
z
expV (z), (4.7)
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где V (z) понимается как интеграл типа Коши
V (z) =
1
2pii
∞∫
0
[lnG(τ)− 2pii]dτ
τ − z . (4.8)
Вернемся к решению неоднородной задачи (4.6), предварительно
преобразовав с помощью (4.7) ее к виду:
X+(µ)
[
N+(µ)− 2U0 + η0a0√
pi(η0 − µ)
]
−
−X−(µ)
[
N−(µ)− 2U0 + η0a0√
pi(η0 − µ)
]
= 0, µ > 0. (4.9)
Учитывая поведение всех входящих в краевое условие (4.9) функ-
ций в комплексной плоскости и в бесконечно удаленной точке полу-
чаем общее решение
X(z)
[
N(z)− 2U0 + η0a0√
pi(η0 − µ)
]
=
C
z − η0 , (4.10)
где C – произвольная постоянная.
Согласно (4.10) искомая функция имеет вид
N(z) = 2U0 +
η0a0√
pi(z − η0) +
C
X(z)(z − η0) . (4.11)
Полюс в точке z = η0 у решения (4.11) устраним условием:
C
X(η0)
+
η0a0√
pi
= 0,
откуда находим связь коэффициентов C и a0:
C = −η0a0√
pi
X(η0). (4.12)
Потребуем, чтобы правая часть (4.12) была исчезающей функци-
ей в бесконечно удаленной точке. На этом пути получаем:
C = −2U0.
Следовательно, из условия (4.12) находим:
a0 = 2U0
√
pi
1
η0X(η0)
= 2U0
√
pi exp(−V (η0)). (4.13)
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С помощью коэффициентов C и a0, определяемых равенствами
(4.12) и (4.13), преобразуем решение (4.11) к следующему виду:
N(z) = 2U0 +
2u0
X(η0)(z − η0) −
2U0
X(z)(z − z0) . (4.14)
Искомый неизвестный коэффициент непрерывного спектра с по-
мощью (4.14) находится из формулы Сохоцкого:
2
√
piiηa(η) = − 2U0
η − η0
[ 1
X+(η)
− 1
X−(η)
]
= 4U0i
sin q(η)
X(η)(η − η0) ,
где
q(η) ≡ iΘ(η) ≡ − i
2
(lnG(µ)− 2pii).
Следовательно,
a(η) =
2U0√
pi
sin q(η)
ηX(η)(η − η0) . (4.15)
Формула (4.15) дает представление в явном виде коэффициента
непрерывного спектра.
На этом этапе доказательство разложения (4.1) (или (4.2)) закон-
чено.
С помощью формулы (4.15) представим разложение (4.3) в явном
виде:
h(x1, µ)
2U0
=
1
X(η0)(η0 − µ) exp
(
− x1z0
η0
)
+
+
1
pi
∞∫
0
exp
(
− x1z0
η
) sin q(η)dη
X(η)(η − η0)(η − µ)+
+ exp
(
− x1z0
µ
+ µ2
) λ(µ) sin q(µ)√
piµX(µ)(µ− η0)θ+(µ). (4.16)
Равенство (4.16) означает, что искомая функция распределения по-
строена в явном виде полностью, что и заканчивает аналитическое
решение задачи.
Данная задача с более общими зеркально–диффузными гранич-
ными условиями может быть решена методом, развитым в работах
[11] и [12].
24
6 Скорость разреженного газа в
полупространстве и непосредственно у
колеблющейся плоскости
Начнем со случая, когда индекс задачи равен нулю. В этом случае
частота колебаний пластины ω1 ∈ (ω∗1,+∞).
В п. 2 было найдено выражение (2.10) для безразмерной мас-
совой скорости. Упростим это выражение. Воспользуемся разложе-
нием (3.1). Подставим (3.1) в (2.10) и поменяем порядок интегри-
рования. Затем, используя нормировочное соотношение n(η) ≡ 1,
приходим к равенству:
Uy(x1, t1) =
1
2
√
pi
Re
{
e−iω1t1z0
∞∫
0
exp
(
− x1
η
z0
)
a(η)dη
}
. (5.1)
Теперь воспользуемся формулой (3.13) для коэффициента непре-
рывного спектра. В результате получим, что массовая скорость газа
в полупространстве равна:
Uy(x1, t1) =
U0
pi
Re
{
e−iω1t1z0
∞∫
0
exp
(
− x1
η
z0
)sin q(η)
ηX(η)
dη
}
. (5.2)
Вычислим значение массовой скорости непосредственно вблизи у
стенки. Из формулы (5.2) получаем, что
Uy(0, t1) =
U0
pi
Re
{
e−iω1t1z0
∞∫
0
sin q(η)
ηX(η)
dη
}
. (5.3)
Для вычисление интеграла из (5.3) воспользуемся интегральным
представлением (см. [18]):
1
X(z)
− 1 = −1
pi
∞∫
0
sin q(η)dη
X(η)(η − z) . (5.4)
Из (5.4) видно, что
1
X(0)
− 1 = −1
pi
∞∫
0
sin q(η)dη
ηX(η)
.
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Отсюда находим, что
1
pi
∞∫
0
sin q(η)dη
ηX(η)
= 1− 1
X(0)
. (5.5)
Следовательно, массовая скорость в полупространстве вычисля-
ется по формуле:
Uy(0, t1) = U0Re
{
e−iω1t1z0
(
1− 1
X(0)
)}
. (5.6)
Для нахождения величины факторизующей функции в нуле вос-
пользуемся теперь формулой факторизации дисперсионной функ-
ции [18]:
λ(z) = λ∞X(z)X(−z), (5.7)
где
λ∞ = λ(∞) = −iω1.
Замечая, что λ(0) = 1− iω1, из (5.7) находим:
X2(0) =
λ(0)
λ∞
=
1− iω1
−iω1 = 1 +
i
ω1
=
ω1 + i
ω1
=
ω + iν
ω
,
откуда
X(0) =
√
1 +
i
ω1
=
√
ω1 + i√
ω1
=
√
ω + iν
ω
. (5.8)
Следовательно, согласно (5.6)–(5.8) находим значение амплитуды
скорости газа у стенки:
Uy(0, t1) = U0Re
{
e−iω1t1(1− iω1)
√
ω1 + i−√ω1√
ω1 + i
}
. (5.9)
Значение размерной скорости непосредственно у стенки дается
выражением:
uy(0, t) = vTU0Re
{
e−iωt(ν − iω)
√
ω + iν −√ω
ν
√
ω + iν
}
.
Обозначим
W = (1− iω1)
√
ω1 + i−√ω1√
ω1 + i
= (ν − iω)
√
ω + iν −√ω
ν
√
ω + iν
(5.10)
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и перепишем (5.9) в виде
Uy(0, t1) = U0Re {e−iω1t1W (ω1)}, (5.9′)
откуда, полагая, что W = |W |eiϕ, запишем
Uy(0, t1) = U0|W | cos(ω1t1 − ϕ), (5.10′)
или, в размерном виде
Uy(0, t1) = vTU0|W | cos(ωt− ϕ), (5.10′′)
где |W | – безразмерная амплитуда скорости газа (см. рис. 1), а ϕ =
argW – сдвиг фазы скорости (см. рис. 2).
Теперь рассмотрим случай, когда индекс задачи равен единице,
т.е. когда параметр ω1 ∈ [0, ω∗1). Подставим решение (4.1) в фор-
мулу (2.10) для скорости газа. В результате получаем следующее
выражение
Uy(x1, t1) =
U0√
pi
Re
{exp(− x1z0
η0
− iω1t1
)
X(η0)
1√
pi
∞∫
−∞
e−τ
2
dτ
η0 − τ +
+
e−iω1t1√
pi
∞∫
0
exp
(
− x1z0
η
)
sin q(η)dη
ηX(η)(η − η0)
∞∫
−∞
e−τ
2
Φ(η, µ)dτ
}
.
Заметим, что из уравнения λ(η0) = 0 вытекает следующее равен-
ство
1√
pi
∞∫
−∞
e−τ
2
dτ
η0 − τ =
z0
η0
,
а условие нормировки собственных функций дает выражение
∞∫
−∞
e−µ
2
Φ(η, µ)dµ ≡ z0.
С помощью двух последних равенств выражение скорости газа
упрощается:
Uy(x1, t1) = U0Re
{
e−iω1t1z0
[
e−x1z0/η0
η0X(η0)
+
1
pi
∞∫
0
e−x1z0/η sin q(η)dη)
ηX(η)(η − η0)
]}
.
(5.11)
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Эта формула дает выражение для скорости газа над колеблю-
щейся поверхностью в полупространстве x1 > 0. Согласно (5.11)
при x1 = 0 найдем скорость газа непосредственно у стенки:
Uy(0, t1) = U0Re
{
e−iω1t1z0
[
1
η0X(η0)
+
1
pi
∞∫
0
sin q(η)dη)
ηX(η)(η − η0)
]}
.
(5.12)
Для вычисления интеграла из (5.12) воспользуемся интеграль-
ным представлением
1
X(z)
−z+V1 = −1
pi
∞∫
0
sin q(η)dη
X(η)(η − z) , V1 = −
1
2pii
∞∫
0
[lnG(τ)−2pii]dτ,
и разложением на элементарные дроби
1
η(η − η0) =
1
η0
( 1
η − η0 −
1
η
)
.
Теперь этот интеграл равен:
1
pi
∞∫
0
sin q(η)dη)
ηX(η)(η − η0) =
1
η0
[ ∞∫
0
sin q(η)dη)
X(η)(η − η0) −
∞∫
0
sin q(η)dη)
ηX(η)
]
=
= −1 + 1
η0X(η0)
− 1
η0X(0)
.
С помощью этого равенства выражение для скорости газа непо-
средственно у стенки упрощается:
Uy(0, t1) = U0Re
[
e−iω1t1z0
(
1 +
1
η0X(0)
)]
. (5.13)
Для вычисления величины X(0) из (5.13) воспользуемся форму-
лой факторизации дисперсионной функции:
λ(z) = iω1(z
2 − η20)X(z)X(−z), (5.14)
которая была доказана в [18].
Из формулы (5.14) при z = 0 находим, что
λ(0) = −iω1η20X2(0),
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откуда, учитывая, что λ(0) = z0, получаем:
X(0) =
√
iz0
ω1η20
.
Следовательно, согласно (5.13) для безразмерной скорости газа
получаем
Uy(0, t1) = U0|W | cos(ω1t1 − ϕ),
где
W = z0 + (1− i)
√
ω1z0
2
, (5.15)
|W | – амплитуда скорости, а ϕ = argW – сдвиг фазы скорости.
Итак, выражение для размерной скорости при малых частотах
непосредственно у стенки таково:
uy(0, t1) = vTU0Re
[
e−iω1t1z0
(
1 +
√
ω1
z0
· e−i
pi
4
)]
,
или
uy(0, t1) = vTU0Re
[
e−iω1t1
(
z0 + (1− i)
√
ω1z0
2
)]
(5.16)
Отметим, что при малых ω1 η
2
0 ≈ i/2ω1. Следовательно,
X(0) =
√
2z0 =
√
2(1− iω1).
7 О гидродинамическом характере решения
В этом п. покажем, что при малых ω1 решение (5.11) переходит
в решение, приведенное в [26]:
v = u0e
−x/δei(x/δ−ωt). (6.1)
Здесь
δ =
√
2νk
ω
,
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Рис. 1. Зависимость величины скорости газа непосредственно у стенки от
частоты колебаний ограничивающей газ плоскости. Эта зависимость при
0 6 ω1 6 ω
∗
1
построена по формуле (5.13), а при ω > ω∗
1
– по формуле (5.10).
νk – кинематическая вязкость газа.
Формула (6.1) выведена для случая сплошной среды в случае,
когда ограничивающая среду плоскость совершает гармонические
колебания по закону Us(t) = U0e
−iωt. При таком законе колебаний
плоскости в нашей задаче мы приходим к формуле (5.11), в которой
отброшена операция Re — операция взятия действительной части:
Uy(x1, t1) = U0e
−iω1t1z0
[
e−x1z0/η0
η0X(η0)
− 1
pi
∞∫
0
e−x1z0/η sin q(η)dη)
ηX(η)(η − η0)
]
. (6.2)
При малых ω1 нуль дисперсионной функции η0 → ∞, следова-
тельно, интеграл по непрерывному спектру является исчезающе ма-
лым. Далее заметим, что
η0X(η0) = e
V (η0),
а при больших значений |η0| интеграл V (η0) исчезает при малых ω1.
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Рис. 2. Зависимость величины сдвига фазы скорости газа непосредственно у
стенки от частоты колебаний ограничивающей газ плоскости. Эта зависимость
при 0 6 ω1 6 ω
∗
1
построена по формуле (5.15), а при ω > ω∗
1
– по формуле
(5.10).
Значит, при ω1 → 0 для скорости газа получаем выражение
uy(x1, t1) = u0e
−iω1t1e−x1/η0. (6.3)
Здесь ω1t1 = ωt, x1 = x/l, l = τ/
√
β. При малых ω1 для нуля
дисперсионной функции справедливо представление
η0 =
1 + i
2
√
ω1
.
Следовательно, выражение (6.3) преобразуется далее следующим
образом:
uy(x, t) = u0e
−iωte−x/lη0.
Замечая, что
τ
β
= 2νk, далее получаем:
1
lη0
=
√
β2
√
ωτ
τ(1 + i)
=
1− i√
τ
ωβ
=
1− i√
2νk
ω
=
1− i
δ
.
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Это означает, что
uy(x, t) = u0e
−iωte−(1−i)x/δ,
что в точности совпадает с выражением (24,5) из [26].
8 Сила трения, действующая со стороны газа на
колеблющуюся границу, и диссипация энергии
Сила трения, приходящаяся на единицу площади, действующая
со стороны газа на пластину, вычисляется по формуле
Pxy(x, t)
∣∣∣
x=0
= m
∫
vxvyf
∣∣∣
x=0
d3v. (6.1)
Функция распределения построена в предыдущих п.п. и имеет
вид:
f = fM(C)
[
1 + Cy Re {e−iω1t1h(x1, Cx)}
]
.
Теперь компонента тензора вязких напряжений вычисляется по
формуле:
Pxy(x1, t1) =
mn
pi3/2β
∫
exp(−C2)CxC2y Re
[
e−iω1t1h(x1, Cx)
]
d3C,
или, после интегрирования по Cy и Cz,
Pxy(x1, t1) =
mn
2β
√
pi
∞∫
−∞
e−µ
2
Re
[
e−iω1t1µh(x1, µ)
]
dµ.
где функция h(x1, µ) определяется равенством (3.1) в случае нулево-
го индекса задачи, и разложением (4.1) в случае единичного индекса.
Замечая, что
mn
2β
= nkT = p,
перепишем предыдущую формулу в виде
Pxy(x1, t1) =
p√
pi
∞∫
−∞
e−µ
2
Re
[
e−iω1t1µh(x1, µ)
]
dµ. (6.2)
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Начнем со случая, когда индекс задачи равен нулю. В этом случае
частота колебаний пластины ω1 ∈ (ω∗1,+∞).
Подставляя разложение (3.1) в (6.2), получаем:
Pxy(x1, t1) =
nkT√
pi
Re
{
e−iω1t1
∞∫
0
e−x1z0/ηa(η)dη
∞∫
−∞
e−µ
2
µΦ(η, µ)dµ
}
.
(6.3)
Обозначим
n1(η) =
∞∫
−∞
exp(−µ2)µΦ(η, µ)dµ.
Эту величину вычислим, используя характеристическое уравне-
ние. Умножим характеристическое уравнение на exp(−µ2) и проин-
тегрируем по µ. Получаем уравнение
ηz0n(η)− n1(η) = ηn(η),
откуда
n1(η) = −iω1η, ибо n(η) ≡ 1.
Согласно (6.3) компонента тензора вязких напряжений равна
Pxy(x1, t1) = − p√
pi
Re
{
e−iω1t1iω1
∞∫
0
e−x1z0/ηηa(η)dη
}
. (6.4)
Таким образом, сила, приходящаяся на единицу площади пласти-
ны, равна
Fs(t1) = Px,y(0, t1) = − p√
pi
Re
{
e−iω1t1iω1
∞∫
0
ηa(η)dη
}
.
Здесь p = nkT – величина давления в газе.
Пользуясь формулой (4.15) для коэффициента непрерывного спек-
тра, окончательно получаем формулу для вычисления силы, дей-
ствующей на единицу площади колеблющейся пластины, ограничи-
вающей газ:
Fs(t1) = −2pU0
pi
Re
{
e−iω1t1iω1
∞∫
0
sin q(η)dη
X(η)
}
.
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Из рассуждений п. 4 следует, что
1
pi
∞∫
0
sin q(η)dη
X(η)
= −V1,
где
V1 = − 1
2pii
∞∫
0
lnG(η)dη.
Окончательно, выражение для силы таково:
Fs(t1) = 2pU0ω1Re {ie−iω1t1V1}. (6.5)
Выделяя действительную часть в выражении (6.5), получаем:
Fs(t1) = 2pU0ω1|V1| sin(ω1t1 − ϕ), (6.6)
где ϕ – сдвиг фазы, ϕ = arg V1.
Величина сдвига фазы может быть определена из соотношений
sinϕ =
Im V1
|V1| , cosϕ =
Re V1
|V1| . (6.7)
Теперь рассмотрим случай, когда индекс задачи равен единице,
т.е. когда параметр ω1 ∈ [0, ω∗1).
Воспользуемся формулой (4.1) для функции h(x1, t1). Получаем,
что
Pxy(x1, t1) =
p√
pi
∞∫
−∞
e−µ
2
Re
{
e−iω1t1µ
[η0a0e−x1z0/η0√
pi(η0 − µ)
]
+
+
∞∫
0
e−x1z0/ηΦ(η, µ)a(η)dη
}
,
или,
Pxy(x1, t1) =
p√
pi
Re
{
e−iω1t1
[
− η0a0e−x1z0/η0 1√
pi
∞∫
−∞
e−µ
2
µdµ
µ− η0 +
+
∞∫
−∞
e−µ
2
µdµ
∞∫
0
e−x1z0/ηΦ(η, µ)a(η)dη
]}
. (6.8)
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Вычислим два интеграла из (6.8). Первый интеграл вычисляется
на основании определения нуля дисперсионной функции: λ(η0) = 0.
Отсюда следует, что
1√
pi
∞∫
−∞
e−µ
2
µdµ
µ− η0 = λ0(η0) = iω1.
В повторном интеграле из (6.8) поменяем местами порядок инте-
грирования и вычислим внутренний интеграл:
∞∫
−∞
e−µ
2
µΦ(η, µ)dµ ≡ n1(µ) = −iω1η.
С помощью двух последних равенств выражение (6.8) упрощается:
Pxy(x1, t1) = −pω1√
pi
Re
[
ie−iω1t1
[
η0a0e
−x1z0/η0 +
∞∫
0
e−x1z0/ηηa(η)
]]
.
Теперь воспользуемся выражениями для коэффициентов дискрет-
ного и непрерывного спектров. В результате получаем следующее
выражение:
Pxy(x1, t1) = −2U0pω1Re
[
ie−iω1t1
[e−x1z0/η0
X(η0)
+
1
pi
∞∫
0
e−x1z0/η sin q(η)dη
X(η)(η − η0)
]]
.
(6.9)
На основании (6.9) находим значение тензора вязких напряжений
на границе полупространства:
Pxy(0, t1) = −2U0pω1Re
{
ie−iω1t1
[
1
X(η0)
+
1
pi
∞∫
0
sin q(η)dη
X(η)(η − η0)
]}
.
Воспользуемся интегральным представлением из [18]
1
pi
∞∫
0
sin q(η)dη
X(η)(η − η0) = −
1
X(η0)
+ η0 − V1.
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Рис. 3. Зависимость величины амплитуды силы трения от частоты колебаний
ограничивающей газ плоскости. Эта зависимость построена по формуле
(6.10a).
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Рис. 4. Зависимость сдвига фазы силы трения от частоты колебаний
ограничивающей газ плоскости. Эта зависимость построена по формуле
(6.10b).
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Отсюда получаем, что
Pxy(0, t1) = −2U0pω1Re {e−iω1t1i(η0 − V1)}.
В результате получаем, что на границе полупространства сила
трения газа, действующая на границу, равна:
Fs(t1) = Pxy(0, t1) = Re (F0e
−iω1t1), (6.10)
где
F0 = −2U0pω1
[
i(η0 − V1)
]
.
График амплитуды силы трения (см. (рис. 3)) построим по фор-
муле
A =
{
ω1|η0 − V1|, 0 6 ω1 6 ω∗1,
ω1|V1|, ω > ω∗1,
(6.10a)
а график сдвига фазы (см. (рис. 4)) силы трения – по формуле
ϕ =
{
arg[i(η0 − V1)]− pi, 0 6 ω1 6 ω∗1,
arg[iV1], ω > ω
∗
1.
(6.10b)
Из рис. 4 видно, что ϕ(0) = −pi
4
, что согласуется с формулой
(24,6) из [26].
Рассмотрим вопрос о диссипации энергии колеблющейся пласти-
ны. Рассмотрим мощность диссипации энергии, т.е. величину дисси-
пации энергии в единицу времени, приходящуюся на единицу пло-
щади колеблющейся пластины. Согласно [25] усредненная по време-
ни мощность диссипации энергии вычисляется по формуле
W =
1
2
Re
(
u0F
∗
0
)
=
U0
2
√
β
Re F ∗0 . (6.11)
В формуле (6.11) звездочка (∗) означает комплексное сопряже-
ние.
Рассмотрим случай нулевого индекса задачи, т.е. ω1 > ω
∗
1. Тогда
величина F0 определяется выражением
F0 = 2pU0ω1(iV1). (6.12)
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Рис. 5. Зависимость величины мощности диссипации энергии от частоты
колебаний ограничивающей газ плоскости. Эта зависимость при 0 6 ω1 6 ω
∗
1
построена по формуле (6.13), а при ω > ω∗
1
– по формуле (6.14), W0 = U
2
0
p/
√
β.
Из формул (6.11) и (6.12) вытекает, что мощность диссипации
энергии на единицу площади пластины равна:
W = U 20
p√
β
ω1Re (iV1)
∗. (6.13)
Теперь рассмотрим случай, когда индекс задачи равен единице,
т.е. ω1 ∈ [0, ω1). В этом случае согласно предыдущему имеем:
W = U 20
p√
β
ω1Re
[
i(V1 − η0)
]∗
. (6.14)
12. Заключение
В настоящей работе сформулирована и решена аналитически вторая
задача Стокса — задача о поведении разреженного газа, занимающе-
го полупространство над стенкой, совершающей гармонические ко-
лебания. Рассматриваются диффузные граничные условия. Исполь-
зуется линеаризованное кинетическое уравнение, полученное в ре-
зультате линеаризации модельного кинетического уравнения Больц-
мана в релаксационном приближении.
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На основе аналитического решения найдена скорость разрежен-
ного газа в полупространстве и непосредственно у стенки. Отыски-
вается также сила трения, действующая со стороны газа на пласти-
ну, и мощность диссипации энергии пластины.
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